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Abstract　 Quaternion-valued  neural  networks  extend  real-valued  neural  networks  to  the  algebra  of  quaternions.
Quaternion-valued neural networks achieve higher accuracy or faster convergence than real-valued neural networks in
some tasks,  such as  singular  point  compensation in  polarimetric  synthetic  aperture,  spoken language understanding,
and  radar  robot  control.  The  performance  of  quaternion-valued  neural  networks  is  widely  supported  by  empirical
studies,  but  there  are  few studies  about  theoretical  properties  of  quaternion-valued  neural  networks,  especially  why
quaternion-valued  neural  networks  can  be  more  efficient  than  real-valued  neural  networks.  In  this  paper,  we
investigate theoretical properties of quaternion-valued neural networks and the advantages of quaternion-valued neural
networks  compared  with  real-valued  neural  networks  from  the  perspective  of  approximation.  Firstly,  we  prove  the
universal  approximation  of  quaternion-valued  neural  networks  with  a  non-split  ReLU  (rectified  linear  unit)-type
activation  function.  Secondly,  we  demonstrate  the  approximation  advantages  of  quaternion-valued  neural  networks
compared with real-valued neural networks. For split ReLU-type activation functions, we show that one-hidden-layer
real-valued neural networks need about 4 times the number of parameters to possess the same maximum number of
convex linear regions as one-hidden-layer quaternion-valued neural networks. For the non-split ReLU-type activation
function,  we  prove  the  approximation  separation  between  one-hidden-layer  quaternion-valued  neural  networks  and
one-hidden-layer  real-valued  neural  networks,  i.e.,  a  quaternion-valued  neural  network  can  express  a  real-valued
neural  network using the same number of  hidden neurons and the same parameter  norm, while a  real-valued neural
network cannot approximate a quaternion-valued neural network unless the number of hidden neurons is exponentially
large or the parameters are exponentially large. Finally, simulation experiments support our theoretical findings.
Key  words　   quaternion-valued  neural  networks； universal  approximation； approximation  advantage； maximum
number of convex linear regions；approximation separation；neural network theory

摘　要　四元数神经网络将实值神经网络推广到了四元数代数中，其在偏振合成孔径雷达奇异点补偿、口

语理解、机器人控制等任务中取得了比实值神经网络更高的精度或更快的收敛速度 . 四元数神经网络的
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性能在实验中已得到广泛验证，但四元数神经网络的理论性质及其相较于实值神经网络的优势研究较少.
从表示能力的角度出发，研究四元数神经网络的理论性质及其相较于实值神经网络的优势. 首先，证明了

四元数神经网络使用一个非分开激活的修正线性单元（rectified linear unit，ReLU）型激活函数时的通用

近似定理. 其次，研究了四元数神经网络相较于实值神经网络的逼近优势 . 针对分开激活的 ReLU 型激活

函数，证明了单隐层实值神经网络需要约 4 倍参数量才能生成与单隐层四元数神经网络相同的最大凸线

性区域数. 针对非分开激活的 ReLU 型激活函数，证明了单隐层四元数神经网络与单隐层实值神经网络间

的逼近分离：四元数神经网络可用相同的隐层神经元数量与权重模长表示实值神经网络，而实值神经网

络需要指数多个隐层神经元或指数大的参数才可能近似四元数神经网络. 最后，模拟实验验证了理论.
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四元数神经网络是实值神经网络在四元数代数

中的推广，其输入、输出与权重均可由四元数构成，

其激活函数为四元数代数到四元数代数的映射. 四

元数神经网络在诸多任务中取得成功，如偏振合成

孔径雷达奇异点补偿 [1]、口语理解 [2]、点云配准 [3] 等 .

在应用中，四元数网络或是取得了更高的精度 [1-2]，或

是具有更快的收敛速度 [4].

基于四元数神经网络的成功应用，许多研究为

四元数神经网络的优异性能提供了若干直观解释.

其一，高维数据的不同维度间具有相关性，实值神经

网络独立地处理不同维度，而四元数神经网络可以

更好地刻画不同维度间的相关性，从而学到更好的

表示，比如图像数据的 RGB值之间的依赖性 [5]. 其二，

在描述 3维空间旋转时，动态欧拉角会遇到万向锁

问题，即损失一个旋转自由度，而四元数代数可以避

免万向锁问题，从而更好地刻画 3维旋转 [6]. 其三，四

元数神经网络可以用更少的参数量完成乘法运算，

四元数代数中只需 4个实值参数即可完成四元数到

四元数的乘法运算，而实数域中则需要 16个参数才

能完成 4维实数到 4维实数的乘法运算 [7]. 但四元数

神经网络的理论性质研究较少，现有的理论工作主

要集中于四元数神经网络使用分开激活的激活函数

时的通用近似性质 [8-9]. 使用非分开激活的激活函数

的四元数神经网络在一些任务中的表现优于使用分

开激活的激活函数的四元数神经网络 [10]，但其逼近

能力尚无理论研究. 同时，四元数神经网络相较于实

值神经网络的优势尚缺乏理论解释.

本文从表示能力的角度研究四元数神经网络的

通用近似性质，及其相较于实值神经网络的逼近优

势. 本文主要贡献包括 3个方面：

1）证明了四元数神经网络使用一个非分开激活

的修正线性单元（rectified linear unit，ReLU）型激活函

数时具有通用近似性质，即单隐层四元数神经网络

能以任意精度逼近任意紧集上的任意连续函数.

2）证明了四元数神经网络的逼近优势 . 当四元

数神经网络使用分开激活的 ReLU型激活函数时，单

隐层实值神经网络需使用 4倍参数量才能生成与单

隐层四元数神经网络相同的最大凸线性区域数；当

四元数神经网络使用非分开激活的 ReLU型激活函

数时，单隐层四元数神经网络与实值神经网络之间

存在逼近分离，即四元数神经网络可以使用与实值

神经网络相同的隐层神经元数目与权重模长表示任

意实值神经网络，而实值神经网络需要使用指数多

个隐层神经元或指数大的参数才可能逼近特定的四

元数神经网络.

3）通过模拟实验验证了四元数神经网络相较于

实值神经网络的逼近优势. 

1　相关工作

 

1.1　通用近似

神经网络的通用近似定理证明了神经网络可以

以任意精度逼近任意紧集上的任意连续函数，这一

性质表明神经网络具有强大的表示能力以处理各种

复杂任务. 当激活函数满足特定条件时，很多常见结

构下的实值神经网络均具有通用近似性质，如前馈

神经网络 [11-14]、循环神经网络 [15-19]、卷积神经网络 [20]

等. 实值神经网络的通用近似性质可以推广到复值

神经网络中 [21]，且已有工作证明了复值神经网络满

足通用近似性质的充要条件 [22]. 超复数神经网络的通

用近似性质也已有研究，现有工作主要基于分开激

活的激活函数进行证明 [8-9]. 四元数是超复数的一种，
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本文为使用一个非分开激活的激活函数的四元数神

经网络证明了通用近似性质.
 

1.2　逼近优势

通用近似性质虽然表明神经网络能逼近任意连

续函数，但逼近某些目标函数时所需的参数量是指

数多的 [23]. 因此，神经网络的逼近复杂度是一个重要

的问题，并得到了广泛研究.

一类工作聚焦于使用连续分段线性激活的神经

网络，并分析这类神经网络的函数性质 . 这类神经网

络对应于连续分段线性函数，且任意连续分段线性

函数均可由深度有限的神经网络表示 [24]. 因此，线性

区域数可以用来衡量使用连续分段线性激活函数

的神经网络的表示能力. 有工作研究了神经网络的

宽度、神经网络的深度及激活函数的线性区域数对

神经网络线性区域数的影响，并证明了增加神经网

络深度可以指数级增加线性区域数，而神经网络宽

度与激活函数复杂度只能多项式级增加线性区域

数 [25-26]. 本文分析单隐层实值神经网络与单隐层四元

数神经网络的凸线性区域数，并证明了四元数神经

网络可以更高效地生成凸线性区域数.

A

B A

B B

A

另一类工作对比 2种不同结构的神经网络，研

究 2种神经网络逼近特定目标函数所需的参数量或

参数大小，并得到一种神经网络比另一种更高效的

结论. 逼近分离是一种常见的对比结论，神经网络

与神经网络 之间具有逼近分离是指神经网络 可以

高效地逼近神经网络 ，而神经网络 需要指数多个

参数或指数大的参数才能逼近神经网络 . 比如深层

神经网络与浅层神经网络之间具有逼近分离 [27-28] 以

及复值神经网络与实值神经网络之间具有逼近分离

等 [29-30]. 本文证明了单隐层四元数神经网络与单隐层

实值神经网络之间的逼近分离.
 

2　预备知识

xi x i [N]

{1,2,…,N} H i, j,k

q ∈ H qR q qI

qJ qK q

令 表 示 向 量 的 第 个 分 量 ， 表 示 集 合

. 记四元数代数为 ， 为四元数的 3个

虚部单位. 对于任意四元数 ，令 为 的实部， ，

， 为 的 3个虚部，即

q = qR+qIi+qJj+qKk.

I(e) e

poly(d) d

令 表示指示函数，当事件 为真时函数值为 1，否

则函数值为 0. 令 表示所有 的多项式构成的

集合，即

poly(d) =

{
n∑

i=0

aidi

∣∣∣∣n ∈ N,ai ∈ R
}
.

O(·) Ω(·) f (d) g(d)

N R+ f (d) = O(g(d))

本文使用标准的渐进符号 与 ，令 与 为

到 的函数， 定义为

∃ k > 0,d0 ∈ R, s.t. f (d) ⩽ kg(d),∀d ⩾ d0.

f (d) = Ω(g(d))定义为

∃ k > 0,d0 ∈ R, s.t. f (d) ⩾ kg(d),∀d ⩾ d0.

xR ∈ R4d

n

记实值神经网络的输入为 ，其中不失一

般性地假设输入维度为 4的倍数. 考虑 1维的实值输

出空间，则具有 个隐层神经元的单隐层实值神经网

络可表示为

fR(xR) = αRσR(WRxR+ bR),

αR ∈ R1×n,WR ∈ Rn×4d, bR ∈ Rn

σR : R→ R
xH ∈ Hd

其 中 为 神 经 网 络 参 数 ，

为逐元素使用的激活函数 . 记四元数神经

网络的输入为 ，其中

xH = (…; x4i−3+ x4i−2i+ x4i−1j+ x4ik;…), i ∈ [d]

xR = (x1; x2;…; x4d) xR
xH m

为实值输入 的四元数表示， 称为

的实值表示. 则具有 个隐层神经元的单隐层四元

数神经网络可表示为

fH(xH) = Re[αHσH(WHxH+ bH)],

αH ∈ H1×m,WH ∈ Hm×d, bH ∈ Hm

σH : H→ H Re[q] = qR

其 中 为 神 经 网 络 参 数 ，

为逐元素使用的激活函数， 返回

一个四元数的实部部分. 

3　四元数神经网络的逼近理论

本节研究四元数神经网络的逼近理论，我们先

研究四元数神经网络使用一个非分开激活的 ReLU
型激活函数时的通用近似性质，再证明四元数神经

网络使用分开激活与非分开激活的激活函数时相较

于实值神经网络的逼近优势. 

3.1　四元数神经网络的通用近似

本节研究使用四元数神经网络的通用近似性质.
四元数神经网络使用分开激活的激活函数时的通用

近似性质已有广泛研究 [8-9]，我们主要关注如下定义

的非分开激活的 ReLU型激活函数

σH(q) = qI (qR ⩾ 0) .

这一非分开激活的激活函数虽然简单，但其具备通

用近似与逼近分离性质，表明非分开激活的激活函

数具有强大的表示能力. 下面我们证明使用该激活

函数的四元数神经网络具有通用近似性质，逼近分

离性质将在 3.3节中讨论.
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K Hd g : K→ R
ε > 0 αH ∈ H1×m,WH ∈ Hm×d,

bH ∈ Hm σH(q) = qI(qR ⩾ 0)

fH(xH) = Re[αHσH(WHxH+ bH)]

定理 1. 令 为 中任一紧集， 为一个

连续函数.  则对任意 ，存在

与使用激活函数 的四元数神

经网络 ，使得

|g(xH)− fH(xH)| ⩽ ε
xH ∈ K对任意 均成立.

定理 1证明了使用一个非分开激活的激活函数

的四元数神经网络的通用近似性质，即四元数神经

网络能以任意精度逼近任意紧集上的连续函数. 该
定理的证明对四元数神经网络的参数进行特殊赋值，

使四元数神经网络退化为一个实值神经网络，从而

利用实值神经网络的通用近似性质证明四元数神经

网络的通用近似性质. 这一证明方法可以用来证明

四元数神经网络使用许多其他非分开激活的激活函

数时的通用近似性质.

αR ∈ R1×n,WR ∈ Rn×4d, bR ∈ Rn

fR(xR) = αRσR(WRxR+ bR)

证明. 根据实值神经网络的通用近似定理，知存

在参数 与实值神经网络

，使得

|g(xH)− fR(xR)| ⩽ ε
xH ∈ K σR xR

xH

对任意 均成立，其中 为 ReLU激活函数，

为 的实值表示.
构造如下参数

αH,R = αR,αH,I = αH,J = αH,K = 0,
bH,R = bR, bH,I = bH,J = bH,K = 0,
wH,R, j = wR,4 j−3,wH,I, j = −wR,4 j−2,

wH,J, j = −wR,4 j−1,wH,K, j = −wR,4 j, j ∈ [d],

w j W j

fH(xH) = Re[αHσH(WHxH+ bH)]

其中 表示矩阵 的第  列 .  则四元数神经网络

满足

fH(xH) = αH,R(σH(WHxH+ bH))R =

αH,R(WHxH+ bH)RI((WHxH+ bH)R ⩾ 0) =

αR(WRxR+ bR)I(WRxR+ bR ⩾ 0) =

fR(xR).

即上述构造的四元数神经网络与使用 ReLU激活的

实值神经网络具有相同表达式. 将上述结论代入实

值神经网络的通用近似中，可得

|g(xH)− fH(xH)| ⩽ ε
xH ∈ K对任意 均成立.  证毕.

定理 1是对使用非分开激活的激活函数的四元

数神经网络通用近似性质的初步尝试，未来还有许

多重要的问题可以研究. 其一，使用完全四元值函数

（fully quaternion-valued functions）作为激活函数的四

元数神经网络是否具有通用近似性质还有待研究.
比如完全四元值双曲正切激活函数

σH(q) =
e2q−1
e2q+1

,

eq = eqR

Å
cos|v|+ v

|v| sin|v|
ã
,

v = qIi+qJj+qKk σH(q)其中 .  是一个常用的完全四元值

激活函数，且在一些任务中取得了比分开激活的激

活函数更好的结果 [10]. 但完全四元值双曲正切激活函

数存在奇点，从而函数值在有界范围内无界 . 此外，

复值神经网络的通用近似理论表明使用完全复值激

活函数的复值神经网络不具备通用近似性质 [22]，而

四元数作为复数的推广，使用完全四元值激活函数

的神经网络的通用近似性质是否成立还有待研究.
其二，可以考虑使用其他输出形式的四元数神经网

络的通用近似. 本文考虑的取实部作为实值输出并

非唯一的输出形式，还有许多常见的输出形式，如将

四元数输出以拟合高维输出 [8] 以及对四元数逐元素

使用归一化指数函数（softmax）以得到后验概率 [2] 等. 

3.2　分开激活时的最大凸线性区域数

本节研究使用 ReLU型激活函数时实值神经网

络与四元数神经网络的最大凸线性区域数. 对于实

值神经网络，本节使用的 ReLU型激活函数包括

ReLU[31]，leakyReLU（leaky ReLU） [32]，PReLU（parametric
ReLU） [33]，这些激活函数均为具有 2个分段的连续分

段线性函数且具有如下形式：

σR(y) =max{0,y}+amin{0,y},y ∈ R,
a ∈ R

q(q ∈ H)

其中 为 ReLU型激活函数的固定或可学参数. 对
于四元数神经网络，本节使用分开激活的 ReLU型激

活函数，即对于任意四元数 ，

σH(q) = σR(qR)+σR(qI)i+σR(qJ)j+σR(qK)k,

σR σH其中 为 对应的实值激活函数 . 由于 ReLU型激

活函数与分开激活的 ReLU型激活函数均为连续分

段线性函数，从而使用这些激活函数的神经网络也

是连续分段线性函数. 下面我们回顾连续分段线性

函数的数学定义 [26].
f : Rd → R f

{ fk : k ∈ [K]}
{Ωk : k ∈ [K]}

定义 1. 令 为一个映射 . 如果 连续，且

存在若干线性映射 、若干内部非空且两

两内部不相交的闭集 ，满足
K
∪

k=1
Ωk = R

d且 f (x) = fk(x),∀x ∈ Ωk,

f fk f

Ωk fk

则称 是连续分段线性函数 . 其中 是 的线性分段，

是 对应的投影区域.

Hd R4d

定义 1可以直接推广到四元数代数上的连续分

段线性函数，只需将 视为 即可 . 投影区域的数

量可以衡量连续分段线性函数的复杂度，投影区域
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越多意味着函数越复杂. 但投影区域未必是凸集，甚

至不一定是连通的. 因此，具有良好几何性质的凸线

性区域数被提出并用来衡量连续分段线性函数的复

杂度 [26]，下面我们回顾凸线性区域数的定义.
f : Rd → R f : Hd → R
{ fk : k ∈ [K]} {Ωk : k ∈ [K]}

Ωk {Ωk : k ∈ [K]}
f f κ f f

定义 2. 令 或 为一个连续分

段线性函数， 与 为其线性分段

与投影区域. 若所有 均为凸集，则称 为

的线性凸分割 . 的凸线性区域数 为 的线性凸分

割基数的最小值，即

κ f =min
{
|A|

∣∣A为函数 f的线性凸分割
}
.

θ Θ

f (x;θ)

κ

令 为神经网络的可学参数， 表示可学参数的

定义域，并记神经网络为 . 一个使用连续分段

线性函数且结构固定的神经网络对应于一个连续分

段线性函数族，该函数族中函数的凸线性区域数的

最大值称为该网络结构的最大凸线性区域数 ，即

κ =max
{
κ f (x;θ)

∣∣θ ∈ Θ} .
最大凸线性区域数刻画了神经网络能表达的连续分

段线性函数的复杂度的上界，更大的最大凸线性区

域数对应了更强的表示能力. 下面我们研究实值神

经网络与四元数神经网络的最大凸线性区域数.
R4d Hd

a n

a m

κR(n) κH(m)

定理 2. 设输入空间为 或 . 单隐层实值神经

网络使用参数为 的 ReLU型激活函数，且具有 个隐

层神经元. 单隐层四元数神经网络使用分开激活的

参数为 的 ReLU型激活函数，且具有 个隐层神经

元. 记 与 分别为单隐层实值神经网络与单

隐层四元数神经网络的最大凸线性区域数. 则

κR(n) ⩽
min{4d,n}∑

k=0

Å
n
k

ã
, κH(m) ⩽

min{4d,4m}∑
k=0

Å
4m
k

ã
,

a , 1且当且仅当 时上界是紧的.

n = 4m

κR(n) κH(m)

定理 2给出了单隐层实值神经网络与单隐层四

元数神经网络的最大凸线性区域数上界，并给出了

上界是紧的充要条件. 当 时，最大凸线性区域

数 与 的上界具有相同的形式. 此时，实值神

经网络的参数量为

NR = n×4d+n+n = 4m(4d+2),

四元数神经网络的实值参数量为

NH = 4(m×d+m+m) = 4m(d+2).

d NR ≈ 4NH当输入维度 较大时， ，即在高维任务中，实

值神经网络需约 4倍参数量才能产生与四元数神经

网络相同的最大凸线性区域数. 也可以类似地证明

在高维任务中，复值神经网络需约 2倍参数量才能

产生与四元数神经网络相同的最大凸线性区域数.
这表明四元数神经网络具有更强的表示能力.

a = 1

a

定理 2的证明将神经网络的最大凸线性区域数

转化为高维空间中的超平面排列问题：神经元对应

于输入空间中的超平面，所有神经元对应的超平面

在输入空间中分割而成的区域数即为最大凸线性区

域数的上界. 1个实值神经元对应 1个超平面，而 1
个四元数神经元对应 4个超平面，从而四元数神经

元具有更强的表示能力. 上界紧的充要条件很直观：

当 时，激活函数为线性函数，此时整个神经网络

是一个线性函数，因而最大凸线性区域数恒为 1；当
≠1时，可以选取适当的参数，使得所有神经元对应

的超平面分割而成的每个区域的函数表达式两两不

同，因而这些超平面分割而成的区域数即为神经网

络的最大凸线性区域数.

n

n

n

d

证明. 在单隐层实值神经网络中，1个实值神经

元具有 2个凸线性区域，且凸线性区域的边界为输

入空间中的 1个超平面 . 因此，1个实值神经元对应

于输入空间中的 1个超平面，这个超平面将输入空

间分为 2个区域，每个区域中该神经元均为线性函

数且 2个区域中的线性函数不同 . 从而具有 个隐层

神经元的实值神经网络对应于 个超平面，这些超平

面分割输入空间而成的每个区域中实值神经网络均

为线性函数，即这些超平面将空间分割而成的区域

数即为最大凸线性区域数的上界. 由于 个超平面最

多将 维空间分成
min{d,n}∑

k=0

Å
n
k

ã
n个连通区域 [34]，因此具有 个隐层神经元的单隐层实

值神经网络的最大凸线性区域数满足

κR(n) ⩽
min{4d,n}∑

k=0

Å
n
k

ã
.

m

m

m

在四元数神经网络中，1个四元数神经元具有

16个凸线性区域，且凸线性区域的边界构成输入空

间中的 4个互相垂直的超平面 . 因此，1个四元数神

经元对应于输入空间中的 4个互相垂直的超平面，

这些超平面将输入空间分为 16个区域，每个区域中

该神经元均为线性函数且 16个区域中的线性函数两

两不同. 从而具有 个隐层神经元的四元数神经网络

对应于输入空间中的 组超平面，每组中的 4个超平

面互相垂直. 因此，具有 个隐层神经元的四元数神

经网络的最大凸线性区域数满足

κH(m) ⩽
min{4d,4m}∑

k=0

Å
4m
k

ã
.

a = 1当 时，激活函数为线性函数 . 由于线性函数

吴锦辉等：四元数神经网络的通用近似与逼近优势 1209



a = 1

的线性组合依旧是线性函数，可知实值神经网络与

四元数神经网络均为线性函数. 从而最大凸线性区

域数恒为 1，即 时上界不紧.
a , 1 H1,H2,…,Hn fR

n i ∈ [n] wR,i xR+bR,i ⩾ 0

Hi wR,i xR+bR,i ⩽ 0

Hi wR,i WR

i bR,i bR i R1,R2,…,RN n

当 时，令 为实值神经网络 对

应的 个超平面 . 对任意 ，记满足

的区域为超平面 的正区域，满足 的

区域为超平面 的负区域，其中 为矩阵 的第

行， 为向量 的第 行 . 令 为这 个超

平面分割输入空间而成的区域. 定义

C = (ci j)i∈[n], j∈[N] ∈ {0,1}n×N ,

ci j = I R j Hi R j

fR

其中 （ 在超平面 的正区域中）. 在区域 中，

实值神经网络 满足

fR|R j (xR) =
n∑

i=1

ci jαR,i(wR,i xR+bR,i),

αR,i αR i fR
R j Rk

其中 为向量 的第 列 . 则实值神经网络 在 2个

不同的区域 与 上表达式相同当且仅当
n∑

i=1

(ci j − cik)αR,i(wR,i,bR,i) = 0. （1）

R1,R2,…,RN C c j

(wR,i,bR,i)

αR

αR Rn

fR R1,R2,…,RN

αR Rn

αR fR R1,R2,…,RN

a , 1

由区域 定义可知，矩阵 的列向量 两两

不同. 从而当 全不为零向量时，式（1）是关于

变量 的系数不全为 0的线性方程组，故满足式（1）
的 是 中的零测集 . 由于有限个零测集的并为零

测集，可知使得实值神经网络 在区域 上

存在相同表达式的 构成 中的零测集. 因此，存在

的取值，使得实值神经网络 在区域

上两两不同，即网络的最大凸线性区域数与超平面

分割输入空间的连通区域数相等. 从而 时，实值

神经网络的最大凸线性区域数上界是紧的.

a , 1

四元数神经网络对应的超平面虽然不是任意的，

但每组超平面的互相垂直性质不会影响分割得到的

区域数. 同理可证 时四元数神经网络的最大凸

线性区域数上界是紧的.  证毕.

定理 2表明使用分开激活的激活函数的单隐层

四元数神经网络比单隐层实值神经网络表示能力更

强，其证明依赖于超平面排列得到的紧的最大凸线

性区域数上界. 在深层神经网络中，只有第 1隐层的

凸线性区域数可由超平面的排列得到，更深层的凸

线性区域数需要研究凸线性区域的排列. 文献 [26]
给出了深层神经网络的最大凸线性区域的上下界，

但直接使用该上下界会得出四元数神经网络的最大

凸线性区域数下界小于实值神经网络的最大凸线性

区域数上界的结论，无法比较 2种神经网络的表示

能力. 因此，从最大凸线性区域数的角度比较深层神

经网络的表示能力还需更紧的上下界.
 

3.3　非分开激活时的逼近分离

σH(q) = qI(qR ⩾ 0)

(ε,D)

本节对比使用 ReLU激活函数的单隐层实值神经

网络与使用非分开激活的激活函数

的单隐层四元数神经网络的表达能力. 我们先回顾

-逼近的定义 [30].

g : Rd → R F Rd R

D Rd

f ∈ F

定义 3. 令 为一个映射， 为一些 到

的函数构成的集合， 为 上的分布 . 如果存在函数

，使得

Ex∼D(| f (x)−g(x)|) ⩽ ε,
F (ε,D) g则称函数集合 能 -逼近函数 .

Hd R4d F

g

(ε,D)

定义 3使用函数值之差的绝对值的期望，而非函

数值之差的平方的期望 [30] 作为 2个函数差距的度量.

2种定义形式在一定条件下是可以相互转换的，这里

为了证明的简洁采用了绝对值的形式. 此外，定义 3

可以直接推广到四元数代数上的连续分段线性函数，

只需将 视为 即可 . 取函数集合 是一个结构固

定的神经网络构成的函数空间，函数 为目标函数 .

此时， -逼近刻画了神经网络对目标函数的逼近

能力. 下面我们证明本节的第 1个结论.

g : R4d → R D R4d

ε > 0 g n

(ε,D) g n

σH(q) = qI(qR ⩾ 0)

(ε,D)

定理 3. 令 为任意映射， 为 上的任

意分布， 为任意正实数. 若函数 能被使用 个隐

层神经元与 ReLU激活函数的单隐层实值神经网络

-逼近，则函数 也能被使用 个隐层神经元、激

活函数 、相同权重模长的单隐层四

元数神经网络 -逼近.

定理 3表明实值神经网络能逼近的函数也能被

四元数神经网络逼近，且四元数神经网络与实值神

经网络具有相同的隐层大小和权重模长. 相同的隐

层大小意味着四元数神经网络的参数量与实值神经

网络同阶. 这表明四元数神经网络的表示能力不弱

于实值神经网络. 定理 3的证明是构造性的，对于任

意给定的实值神经网络，都可以选取合适的四元数

神经网络参数，使得 2个网络的输出一致.

g n

(ε,D) αR ∈ R1×n,WR ∈
Rn×4d, bR ∈ Rn fR(xR) =

αRσR(WRxR+ bR)

证明. 由于函数 能被具有 个隐层神经元的实

值神经网络 -逼近，可知存在参数

以 及 单 隐 层 实 值 神 经 网 络

，使得

ExR∼D(| fR(xR)−g(xR)|) ⩽ ε,
σR其中 为 ReLU激活函数. 令

αH,R = αR,αH,I = αH,J = αH,K = 0,
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bH,R = bR, bH,I = bH,J = bH,K = 0,
wH,R, j = wR,4 j−3,wH,I, j = −wR,4 j−2,

wH,J, j = −wR,4 j−1,wH,K, j = −wR,4 j, j ∈ [d],

w j W j

fH(xH) = Re[αHσH(WHxH+ bH)] n

其中 表示矩阵 的第 列 . 则单隐层四元数神经网

络 具有 个隐层神经元、

与实值神经网络相同的权重模长，且满足

fH(xH) = fR(xR),∀xH ∈ Hd,

xR xH其中 为 的实值表示. 从而

ExR∼D(| fH(xH)−g(xR)|) ⩽ ε,
g σH(q) = qI(qR ⩾ 0) n

(ε,D)

即函数 能被使用激活函数 、 个

隐层神经元、相同权重模长的四元数神经网络 -
逼近.  证毕.

下面我们介绍一个重要引理.
g = I(y ⩾ 0) D [−a,a]

a > 0 f L

引理 1. 令 为阶跃函数 ， 为 上

的均匀分布（ ）， 为一个 -Lipschitz连续函数. 则

Ey∼D(| f (y)−g(y)|) ⩾min{8−1, (16La)−1}.
引理 1给出了 Lipschitz连续函数逼近阶跃函数

的误差下界，该下界与 Lipschitz连续函数的 Lipschitz
常数成反比.

f (0) ⩽ 0.5 y ⩾ 0

f L

证明. 不妨设 . 则对于任意 ，三角

不等式与函数 的 -Lipschitz连续性表明

| f (y)−g(y)| ⩾ | f (0)−g(y)| − | f (0)− f (y)| ⩾ 0.5−Ly.

L ⩽ 0.5a−1当 时，有

Ey∼D(| f (y)−g(y)|) ⩾
r a

0 (0.5−Ly)(2a)−1dy ⩾ 8−1.

L ⩾ 0.5a−1当 时，有

Ey∼D(| f (y)−g(y)|) ⩾
w (2L)−1

0
(0.5−Ly)(2a)−1dy ⩾ (16La)−1.

L综上，对任意 Lipschitz常数 ，有

Ey∼D(| f (y)−g(y)|) ⩾min{8−1, (16La)−1}.
f (0) ⩾ 0.5的情形同理可证.  证毕.

下面我们证明本节的第 2个结论.
R4d → R gd R4d Dd定理 4. 存在 的映射 与 上的分布 ，

使得下列结论成立：

εd > 0

σH(q) = qI(qR ⩾ 0)

O(1) (εd,Dd) gd

1）对于任意 ，单隐层四元数神经网络可以

用激活函数 、1个隐层神经元以及

模长为 的参数 -逼近函数 .
poly0(d) d0

εd = Ω(1) d ⩾ d0

poly0(d)

poly0(d) (εd,Dd) gd

2）对于任意多项式函数 ，存在 以及

，对于任意 ，单隐层实值神经网络使用

ReLU激活函数、 个隐层神经元以及模长为

的参数无法使用 -逼近函数 .
gd Dd

gd

定理 4表明存在一列函数 与分布 ，单隐层

四元数神经网络可以用有界的隐层神经元数目与有

界的权重以任意精度逼近函数 ；而实值神经网络

gd

gd

在高维输入时无法用多项式级的隐层神经元数目与

多项式大小的权重以常数精度逼近函数 ，即实值

神经网络只有使用指数多个隐层神经元或是指数大

的参数才有可能以任意精度逼近函数 ，而指数依

赖性在高维任务中是不可接受的. 这一结果表明四

元数神经网络在逼近特定函数时具有更强的表示能力.
gd

gd

Dd gd

gd

定理 4的证明是构造性的. 函数 是一列特殊的

非连续函数，使得使用具有间断点的激活函数的四

元数神经网络可以很好地表示函数 . 而实值神经网

络使用的激活函数是连续的，当隐层神经元数目与

参数权重均有限时，实值神经网络是一个 Lipschitz
常数有限的连续函数，因而无法表示非连续函数 . 分
布 是集中于函数 间断点附近的分布，随着输入

维度增加，分布向间断点收缩，使得实值神经网络逼

近函数 更加困难.
xR ∈ R4d gd证明. 对 ，定义映射 为

gd(xR) = xR,2I(xR,1 ⩾ 0),

xR,i xR i Dd = U(Ad)

Ad

其中 为向量 的第 个分量 . 定义分布

为集合 上的均匀分布，其中

Ad = [−2−d,2−d]× [−1,1]d−1.

fH(xH) = Re[αHσH(WHxH+ bH)]在四元数神经网络

中，选取参数：

αH = (−i) ∈ H1×1,

bH = (0) ∈ H1×1,

WH = (1,0,0,…,0) ∈ H1×d.

则该四元数神经网络具有 1个隐层神经元，参数的

最大模长为 1，且满足

fH(xH) = Re[−iσH(xH,1)] =

Re[−ixH,1I(xH,R,1 ⩾ 0)] =

xR,2I(xR,1 ⩾ 0) =

gd(xR),

xR xH gd

(εd,Dd)

其中 是 的实值表示 . 因此，函数 能被使用 1个

隐层神经元与模长不超过 1的参数的单隐层四元数

神经网络表示，从而 -逼近.
fR(xR) = αRσR(WRxR+ bR)

gd

使用实值神经网络 逼近

函数 时，误差满足

ExR∼Dd (| fR(xR)−gd(xR)|) =
Ex3 ,…,x4d∼D2 Ex2∼D2 Ex1∼D1 (| fR(xR)−gd(xR)|),

xi = xR,i i x1

[−2−d,2−d] D1 = U(−2−d,2−d) x2, x3,…, x4d

[−1,1] D2 = U(−1,1) x2

gd x2 x1

fR poly0(d)

其 中 表 示 实 值 输 入 的 第 维 ， 服 从 区 间

上的均匀分布 ，

均服从区间 上的均匀分布 . 当 固

定时，函数 为 乘以关于 的阶跃函数 . 由于实值

神经网络 的隐层神经元数为 且参数模长为
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poly0(d)

fR poly(d)

，ReLU激活函数是 1-Lipschitz连续的，可知

该网络 是 -Lipschitz连续的. 因此

ExR∼Dd (| fR(xR)−gd(xR)|) =
Ex3 ,…,x4d Ex2 Ex1 (|x2 || x−1

2 fR(xR)− I(x1 ⩾ 0)|) ⩾
Ex3 ,…,x4d Ex2 (|x2 |min{8−1, |x2|2d poly(d)−1}), （2）

x2 = 0

poly(d) cd = 2−(d+3) poly(d) d

cd ⩽ 2−1 x2

其中第 2行中括号中的随机变量在零测集 上定

义为 0，不等式使用了引理 1的结论并将常数 16合

并到了 中 . 令 ，当 足够大时，

，此时式（2）中关于 的期望为

Ex2 (|x2|min{8−1, |x2|2d poly(d)−1}) =w cd

|x2 |=0
x2

22d poly(d)−1dx2+
w 1

|x2 |=cd

8−1|x2|dx2 =

2d+1 poly(d)−1c3
d

3
+

1− c2
d

8
>

1
32
,

cd ⩽ 2−1

d

其中不等式使用了 . 将上述结果代入到期望

误差中，可知 足够大时，期望误差满足

ExR∼Dd (| fR(xR)−gd(xR)|) >
Ex3 ,…,x4d (32−1) = 32−1,

εd = 32−1 = Ω(1)取 ，即有

ExR∼Dd (| fR(xR)−gd(xR)|) > εd

gd poly0(d)

poly0(d) (εd,Dd)

从而，函数 不能被使用 个隐层神经元与模

长不超过 的实值神经网络 -逼近. 证毕.

本节的定理 3与定理 4分别从一般情形与特殊

情形分析了四元数神经网络相比于实值神经网络的

表示能力. 一般情形下四元数神经网络的逼近效率

不差于实值神经网络，且存在特殊情形使得四元数

神经网络能更高效地逼近目标函数. 这 2方面的结论

构成了四元数神经网络与实值神经网络的逼近分离.
本节的逼近分离结果依赖于特殊构造的四元数

神经网络激活函数. 逼近分离定理在常用的非分开

激活函数上是否成立是一个值得研究的问题. 此外，

定理 4的构造虽然简单，但构造的目标函数是不连

续的，分布的定义域随着维度增加是指数级收缩的 .
通过更复杂的证明，或许可以将逼近分离结论推广

到 Lipschitz连续的目标函数 [27]，或是单位立方体上的

均匀分布 [28]. 

4　实　　验

本节通过模拟实验来验证四元数神经网络更强

的表示能力.4.1节与 4.2节分别对 3.1节与 3.2节分

析的四元数神经网络与实值神经网络进行对比. 

4.1　使用分开激活的四元数神经网络

本节对比使用分开激活的 ReLU激活函数的四

元数神经网络与使用 ReLU激活的实值神经网络在

1维子空间上的线性区域数 .1维子空间上的线性区

域数直观地体现了神经网络的复杂度与表示能力.

[−10,10]

我们随机初始化一个四元数神经网络或一个实

值神经网络，并在输入空间中随机选取 100个经过原

点的 1维子空间，每个 1维子空间在 的范围

内以 0.01为间隔生成样本集 . 我们计算神经网络在

100个样本集上归一化后的函数值，及使用分段线性

函数拟合这些函数值所需的线性区域数. 这些线性

区域数的最大值作为衡量该神经网络在 1维子空间

上的线性区域数的指标.
l n我们对不同隐层数量 、不同隐层大小 的实值

神经网络（real-valued neural network，RVNN）与四元数

神经网络（quaternion-valued neural network，QVNN）进

行上述实验，并在图 1中展示了最大线性区域数及

其对应的函数曲线，其中相邻的线性区域由粗线与

细线区分，并在转折点添加了竖直虚线 . 实验结果表

明隐层数量与隐层大小相同时，四元数神经网络具

有更大的最大线性区域数. 

4.2　使用非分开激活的四元数神经网络

σH(q) = qI(qR ⩾ 0)本节对比使用激活函数 的四元

数神经网络与使用 ReLU激活的实值神经网络在模

拟实验中的泛化性能.

R4d Hd

σH(q) = qI(qR ⩾ 0)

图 2展示了使用实值神经网络与四元数神经网

络学习一个实值神经网络时的测试损失. 其中输入

是 或 中的向量，目标实值神经网络由 1个隐层

神经元与 1个输出神经元构成，学习的神经网络具

有 n 个隐层神经元与 1个输出神经元. 所有实值神经

网络使用 ReLU激活函数，四元数神经网络均使用激

活函数 .  训练集包含 7 000个样本，

测试集包含 3 000个样本，这些样本的特征从高斯分布

中随机采样得到，标记是目标实值神经网络的输出 .
2个学习神经网络均使用随机初始化，并用步长为

0.01的梯度下降算法对均方误差优化 100轮. 所有实

验重复 10次并绘制了测试损失的均值与标准差. 图 3
展示了使用实值神经网络与四元数神经网络学习一

个四元数神经网络的测试损失. 该实验与图 2的设定

相似，唯一区别是将目标神经网络替换为由 1个隐

层神经元与 1个输出神经元构成的四元数神经网络.
实验结果表明学习实值神经网络时，四元数神

经网络可以取得与实值神经网络相似的测试损失.
同时，学习四元数神经网络时，四元数神经网络取得

了比实值神经网络更好的测试损失. 这些现象表明

使用非分开激活的激活函数的四元数神经网络具有
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比实值神经网络更强的学习能力，也验证了四元数

神经网络具有更强的表示能力.
 

5　总　　结

四元数神经网络是一种重要的神经网络模型，

在许多任务中被成功应用并取得了比实值神经网络

更好的表现. 本文从表示理论的角度为四元数神经

网络提供理论解释. 首先，我们证明了使用非分开激

活的激活函数的四元数神经网络的通用近似性质.

以往四元数神经网络的通用近似定理只关注分开激

活的激活函数，我们的理论提供了首个使用非分开
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Fig. 1　Number of linear regions on a 1-dimensional subspace

图 1　1维子空间上的线性区域数
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Fig. 2　Test loss of learning a real-valued neural network

图 2　学习实值神经网络的测试损失
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激活的激活函数的四元数神经网络的通用近似性质.
其次，我们证明了四元数神经网络具有比实值神经

网络更强的表示能力. 在使用分开激活的激活函数

时，我们证明了单隐层实值神经网络需要约 4倍参

数才能生成与单隐层四元数神经网络相同的最大凸

线性区域数. 在使用非分开激活的激活函数时，我们

证明了单隐层四元数神经网络与单隐层实值神经网

络的逼近分离：四元数神经网络只需相同的隐层大

小与参数模长即可表示实值神经网络，而实值神经

网络需要指数多个隐层神经元或指数大的参数才可

能逼近四元数神经网络.
本文初步探讨了四元数神经网络的表示能力，

四元数神经网络的理论性质还有许多方向可以研究.
四元数的表示能力还存在许多局限. 首先，实值神经

网络与复值神经网络的通用近似性质均已给出激活

函数需满足的充要条件 [14,22]，而四元数神经网络的通

用近似性质还只有充分条件. 其次，四元数神经网络

的逼近优势建立在特殊激活函数以及浅层神经网络

之上. 这些结论在更一般情形下是否成立值得研究 .
此外，四元数神经网络的逼近能力与其实际表现有

很大差距，还需要其他角度的理论探索，比如四元数

神经网络的优化性质、泛化能力等 . 最后，非分开激

活的激活函数相比分开激活的激活函数能为四元数

神经网络带来更强的逼近分离性质，但常用的四元

数神经网络结构及其优化算法都建立在实值神经网

络的基础上且未考虑激活函数可能带来的间断点或

奇点. 因此，优化算法如何处理激活函数带来的间断

点与奇点，以及设计理论性质与实验表现更好的激

活函数和网络结构都是未来可以研究的方向.
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Fig. 3　Test loss of learning quaternion-valued neural network

图 3　学习四元数神经网络的测试损失
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